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Los productos financieros:

de la teoria a la practica

Antonio Falc6 Montesinos

El objetivo de estas notas® es el de mostrar, me-
diante un ejemplo concreto, como la matematica
puede emplearse para la resolucién de problemas de
la vida cotidiana relacionados con las ofertas de las
Entidades Bancarias. Para ello se ha elegido uno de
los resultados mas representativos de la valoracién
de activos derivados, el denominado Teorema Fun-
damental del Precio de los Activos. Este enunciado
matematico, que establece las condiciones tedricas
para determinar mecanismos de valoracion de con-
tratos financieros, es ademas uno de los pilares basi-
cos de la disciplina académica conocida como Ma-
tematica Financiera.

La Matematica Financiera, podria ser definida como la matematica apli-
cada a la resolucion de los problemas de naturaleza cuantitativa que surgen
dentro de la Industria Financiera. Esta disciplina se ocupa fundamentalmen-
te, de la formulacién de modelos de precios, mercados y gestién de riesgos,
del desarrollo de féormulas de valoracion de activos financieros, de los méto-
dos numéricos y de la implementacién computacional de los mismos. Cabe
destacar ademas la existencia de varias revistas cientificas internacionales,
dedicadas exclusivamente a esta materia.

Los origenes de la Matematica Financiera no son motivo de discusién
académica, ya que es aceptada como fecha de inicio, la del 29 de Marzo de

aoLeA D MADRID

!Basadas en la Leccién inaugural del curso 2006-07, “Disquisicién sobre el teorema
fundamental del precio de los activos” impartida por el autor en la Universidad CEU
Cardenal Herrera
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1900. En este dia el estudiante de postgrado Louis Bachelier, defendio en la
Sorbona, bajo la tutela de Henri Poincaré, su tesis doctoral titulada “Théorie
de la Spéculation”. Su trabajo fue posteriormente publicado en los Annales
Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, una de la mas influyentes re-
vistas cientificas francesas de la época. Ver también [3] para consultar un
interesante trabajo sobre su vida y obra.

El articulo en cuestién, ver [1], no solo contenia
un analisis de los mercados de acciones y de opcio-
nes”, absolutamente adelantado a su tiempo, sino
que ademds desarrollaba una serie de ideas que han
tenido un enorme valor posteriormente, tanto en el
campo de las Finanzas como en el de la Teoria de la
Probabilidad. En particular introducia por primera
vez en la literatura la Teoria del movimiento Brow-
niano, uno de los mas importantes descubrimientos
del siglo XX. Curiosamente esta parte de la Fisica
Matemadtica, que constituye uno de los bloques fun-
damentales de la Mecdnica Fstadistica, tuvo su ori-
gen en la modelizacién mateméatica del movimiento
del precio de los activos y de la valoracién de activos
contingentes en un mercado financiero. La mencio-
nada tesis, junto con una serie de trabajos posteriores, han tenido a su vez
una influencia esencial en el desarrollo del Calculo Estocastico. Como testi-
monio de todo ello, se dio el nombre de nombre Bachelier Finance Society®
a una sociedad de académicos y profesionales de las finanzas.

L. Bachelier

1. Un ejemplo de producto financiero

Para motivar el tema que nos ocupa hoy, vamos a introducir uno de los
tipicos problemas que se presentan en el &mbito de la Ingenieria Financiera®.
Todo el mundo ha visto, tanto en prensa como en television, anuncios del
llamado depdsito bolsa garantizado. Este producto financiero suele ofrecerse

2Para una introduccién a los mercados de futuros y opciones se puede consultar el libro
de J. Hull [1]

3Web de la sociedad: http://www.bachelierfinance.org/

4Una buena introduccién a qué es la Ingenieria Financiera como disciplina cientifica es
el libro de Salih N. Neftci [5]
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como una inversién a plazo fijo, digamos 24 meses, y en la que el cliente tiene
siempre asegurado el 100 % del capital invertido. Como reclamo se le ofrece
la posibilidad de ganar el 40 % de la revalorizaciéon del IBEX35, calculado
como la diferencia relativa entre el valor del indice en la fecha de inicio del
depésito y el valor en la fecha de vencimiento del contrato. El problema, desde
el punto de vista de la entidad emisora del depdsito, radica en como construir
una estrategia que le permita hacer frente a los compromisos adquiridos con
el inversor.

Vamos a plantearlo de manera mas formal introduciendo notacién ma-
tematica. Denotemos con la letra ¢ mintscula el tiempo, que en nuestro caso
particular lo consideraremos medido en anos. Este variara entre el instante
t = 0, que denotara la fecha de inicio del contrato y ¢ = T, la fecha de
vencimiento del contrato, que en nuestro caso serd de 24/12 = 2 anos. P; de-
notard el valor de IBEX 35 observado en el instante de tiempo t. Empleando
esta notacion P, sera el valor del IBEX 35 en la fecha de inicio del contrato,
un valor conocido a priori, por ejemplo 12.020,70, y Pr representara en va-
lor del IBEX 35 en la fecha de vencimiento del contrato, un ntiimero real no
negativo sin valor conocido alguno.

A nivel informativo recordaremos que el IBEX 35 es un indice ponderado
formado por los 35 valores mas capitalizados del mercado bursatil espaniol,
de manera mas precisa podemos escribir que:

Pr=ai(1)SY + as(t)S® + -+ + ags(t) S,

donde St(i) representa el precio de la —ésima accion que compone el indice
en el instante de tiempo ¢ y donde los coeficientes «;(t) se calculan del modo
siguiente:

) NOP,_
Q; = .
N(l)St(i)At + NQ)SS)At i N(35)Sﬁat

parai = 1,2,...,35. En esta tltima expresion, N (@) es el nimero de acciones
en el mercado del i—ésimo activo y sz_ A Tepresenta el precio de la i—ésima
accion un instante de tiempo anterior, del mismo modo P,_a; sera el valor del
indice un instante de tiempo anterior. Observemos que la férmula del IBEX
35 es una combinacién lineal convexa de los precios de las acciones, podemos
considerarlo pues como una cartera de inversién y asignarle un precio. En
nuestro caso cada punto del indice correspondera a un euro. Luego si el valor
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de indice es de 10.000 puntos consideraremos que su precio, entre comillas,
es de 10.000 euros.

Veamos ahora cémo podemos construir la funcion de pago del depdsito
bolsa. Denotaremos por X el pago a recibir en la fecha de vencimiento por
un euro invertido en ¢ = 0. Esta claro que este dependera del valor de Pr, el
precio del IBEX en la fecha vencimiento del depdsito, y que serd igual a 1 si
su valor es menor o igual al inicial, lo que garantiza el 100 % de la inversién.
En caso contrario, el pago serd igual a 1 mas el 40 % del rendimiento obtenido
durante el periodo de vigencia del contrato. La expresién para el valor de X
quedaria entonces

Pr— P,
X7 =1+ 0,40 max (uo) .
Py

El problema consistira en determinar un precio “racional” para Xr.

El depdsito bolsa garantizado es lo que se conoce como un activo derivado,
llamado asi por que su precio de deriva de otro activo, el llamado activo
subyacente (en nuestro caso el IBEX 35). Uno de los activos derivados més
comerciados es la llamada opciéon de compra de tipo europeo, conocida en el
argot financiero como la opciéon Call. La adquisicion de este tipo de contrato
supone la posesion de un derecho de compra en la fecha de vencimiento 7', de
una unidad del activo subyacente Pr, a un precio fijado K que se denomina
precio de ejercicio, y que en el argot financiero se le conoce como Strike.
El comprador de una Call solo ejercera su derecho si en T el precio del
subyacente es estrictamente superior al precio de ejercicio. La funcion de
pago Cr(K) de la opcién Call tiene como expresion

CT(K) = méX(PT - K, O),

y que podemos ver representada graficamente en la Figura 1. Ndétese que
siempre que el valor del subyacente es inferior al precio de ejercicio el valor
de la funcién de pago es cero, lo que representa que no se ejerce el derecho.
Por el contrario, si el precio del subyacente supera el precio de ejercicio el
comprador de la Call tendra una ganancia igual a la diferencia de precios.
Empleando la funciéon de pago de una opcién Call, podemos representar
la funciéon de pago del depdsito bolsa garantizado, como una combinacion
lineal de dos contratos financieros, ya que podemos expresar X, como

0,40 0,40
XT:]_*F’—mé,X(PT—PQ,O):]_*F .

PO ?OCT(PO)

UNB
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méx(Pr — K, 0)

Pago de la Opcién de Compra

0 K Pr

Figura 1: La funcién de pago de la opcién de compra.

El primero de ellos paga de forma segura un euro en la fecha de vencimiento
y el segundo es una fracciéon de una Call con precio de ejercicio igual al precio
del IBEX 35 en la fecha de inicio del contrato.

2. El punto de vista de Bachelier

Para poder calcular el precio “racional” en ¢t = 0 de X7, veamos en pri-
mer lugar el razonamiento empleado por Bachelier para la valoracion de una
opcién Call. El mencionado autor asumia, que las fluctuaciones del mercado
tienen caracter aleatorio y que pueden ser representadas por una distribucion
normal de media cero y de desviacién tipica ov/t. Esta distribucién se des-
cribe en la actualidad mediante una constante que multiplica a un proceso
estocastico. El proceso en cuestion es conocido como movimiento Browniano,
llamado asi en honor de Robert Brown, un bidlogo que en 1827 describié el
movimiento erratico de un grano de polen suspendido en un liquido en re-
poso. El modelo de precios de Bachelier empleando la notacién mateméatica
actual, se representa mediante la expresion

]Dt:PO+O-Wt'

Bachelier asumia que el precio en t, es igual al precio inicial observado P,
mas una fluctuacion, debida a lo que hoy en dia conocemos como riesgo de
mercado y representada por un movimiento Browniano W;, atenuado por
un parametro o, que representa la wvolatilidad del mercado. El movimiento
Browniano W;, es un proceso aleatorio que evoluciona en el tiempo y que
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Figura 2: Una realizacién de un movimiento browniano y en trazo discontinuo
las funciones £+v/1.

cumple: (1) Wy =0, y (2) que tiene la propiedad, para los valores del tiem-
po t estrictamente mayores a cero, de que los incrementos del mismo son
independientes e idénticamente distribuidos, siendo dicha distribucién una
normal de media cero y de desviaciéon tipica la raiz cuadrada del incremento
de tiempo. En particular, si el intervalo temporal elegido esta entre 0 y ¢, co-
mo Wy = 0, obtenemos que la distribucién del Movimiento Browniano sigue
una distribucién normal de media cero y desviaciéon tipica la raiz cuadrada
del tiempo. Esta propiedad nos facilita su simulacién mediante el empleo de
un generador de nimeros aleatorios como podemos ver en la Figura 2.

El modelo de precios propuesto por Bachelier se sustentaba en el siguiente
axioma:

[ “L’espérance mathématique du speculateur est nulle”. }

Antes de ver las implicaciones que tiene este principio para la valoracion
de derivados financieros, necesitamos introducir el concepto de esperanza
matemdtica condicionada.

La esperanza matematica de una variable aleatoria estatica como el error
cometido durante el proceso de fabricacién de una determinada pieza in-
dustrial, puede ser definida como la mejor prediccion que se puede realizar
sobre el conjunto de todos sus valores posibles. En nuestro ejemplo particu-
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lar al calcularla, obtendriamos el error esperado en el proceso de fabricacién
de una pieza genérica. Cabe resaltar que el valor obtenido depende funda-
mentalmente de la distribucién de probabilidad interna modelo. Volviendo
al ejemplo propuesto, aunque todas las maquinas que fabrican la pieza sean
aparentemente iguales y los errores cometidos en la fabricacion de la misma
pertenezcan a la misma familia de distribuciones de probabilidad, las pre-
dicciones realizadas sobre ambas no tienen por que ser exactamente iguales.
Podria darse el caso, que para una maquina el error esperado fuese de 5x 1073
y para otra distinta de 8 x 1073,

La prediccién realizada para un proceso estocastico cuando se encuentra
en un instante de tiempo genérico ¢, podra ser efectuada desde cualquier
instante de tiempo anterior s menor o igual a t. Se define entonces la espe-
ranza matematica condicionada® del proceso en t, calculada en el instante
de tiempo s < ¢, y que denotaremos por E; ||, como la mejor prediccién
que podemos hacer partir de los valores de observados hasta el instante s. La
diferencia sustancial con la anterior definicién estatica, es que en este caso el
valor esperado dependera de los valores del proceso en el instante de tiempo
s. Al asumir que en t = 0 el valor del proceso es conocido, la esperanza ma-
teméatica condicional calculada en el instante de tiempo cero, sera siempre
una funcién conocida que depende del tiempo t.

Volviendo a nuestro problema original, el movimiento Browniano W,
cumple que su esperanza matematica condicional calculada s toma el va-
lor Wy, esto es,

]ES [Wt] - WS.

Esta expresion se puede interpretar diciendo que la mejor prediccién que
podemos realizar hoy para el valor del riesgo de mercado manana es el valor
del riesgo de mercado hoy.

Calculando ahora cual serd la esperanza matematica condicional en s del
incremento del precio del activo entre s y £, obtenemos que va a ser cero, esto
es,

Es[Pt_PS]:O7

lo que equivale a decir que la esperanza matematica condicional de los incre-
mentos de precios es nula, la ganancia esperada siempre es cero. Ademas, la
expresion anterior la podemos escribir como

IEs [B&] :PS7

SPara una definicién precisa de la esperanza matematica condicionada consultar [2].
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Figura 3: Una simulaciéon del proceso P, = 14-0,40W;, como se puede observar
en algin momento los precios son negativos. En linea discontinua la gréfica
de +0,40v/.

lo que nos dice que la mejor prediccién que podemos hacer para el precio
futuro de un activo es el precio actual observado. Cabe ahora plantear:

., Cémo podemos calcular el precio de la opcion Call?

Si Cy denota el precio en t = 0 de dicha opcién, entonces se tiene que
cumplir, bajo el principio de Bachelier, que:

E() [méX(PT - K, 0) - C()] = 0,

es decir,
CO =E, [méX(PT — K, 0)] > 0.

Como Pr = Py+oWr sigue una distribucién normal, es facil entonces calcular
el valor de Cj.

Si pasamos a calcular el precio de construccion de nuestro depésito bolsa
obtendriamos que en t = 0 su valor X, deberia cumplir que

Ey [ X7 — Xo] =0,

esto es,

0,40
X0:1+7—XC()>]_.
Fy

UrnB
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Esta expresion nos dice que por cada euro invertido necesitamos una cantidad
superior para poder hacer frente a los compromisos adquiridos con el inversor.
En consecuencia, siempre tendriamos que poner dinero para poder lanzar este
producto financiero, lo que representa un grave problema. Ademaés, no es el
unico conflicto con el que nos encontramos: al seguir Wy una distribucién
normal existe probabilidad positiva de que aparezcan precios negativos (ver
la Figura 3).

3. El activo con riesgo y el modelo de Sa-
muelson

Para poder solventar el primero de estos problemas, introduciremos un
activo que medira el valor temporal del dinero. Este activo denotado por By,
es al que se denomina activo sin riesgo y que representa una cuenta bancaria.
Aparece como contrapartida a P; al que se le conoce también como activo
con riesgo. Sabemos por el Cdlculo Mercantil, que si ponemos a plazo una
cantidad By en t = 0, a un tipo de interés ¢ por unidad de tiempo, durante
t—periodos de tiempo, el valor B; sera igual a

By = By(1 +1)".
Esta tltima expresién la podemos escribir como
B, = Bye! "0+,
Si denotamos r = In(1 + 7) (ver la Figura 4) obtenemos la expresion
B, = By = €' = Bye™

que caracteriza la dinamica de la evolucion del dinero. La constante r suele
denominarse tasa de interés instantdneo y para intereses pequeiios es similar®
a 1. Ademds, este modelo cumple la siguiente propiedad

Bt — BoertJrrsfrs _ Boerser(tfs) _ Bser(tfs).

6Usando la férmula de Taylor tenemos que para 0 < i < 1,

1
r=In(1+1) :i—mﬂ s €[0,i].

Por tanto |r — i| < i?/2. Asi, por ejemplo si i = 0,1 entonces |r — i| < 0,005, ver también
la Figura 4.
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0,5 /

r=In(l+1)

Figura 4: La grafica de r = In(1 + 7). Nétese que si 0 < i < 0,1 entonces los
valores de r son aproximadamente iguales a los valores de i.

para cualquier s menor o igual a t.
Con este nuevo activo, para obtener un euro en un plazo de tiempo T’
tendriamos que poner en la cuenta de banco en ¢ = 0 una cantidad igual a

BQ = e_TT

Ya que
BT = BoerT =1.

El depdsito bolsa tendria entonces un valor en ¢t = 0 igual a

_ 0,40
X():e TT—F’— XCO.
R
Veamos ahora como solventar el problema de los precios negativos. Como
la funcién exponencial transforma la recta real en el conjunto de los nimeros
reales estrictamente mayores que cero, la propuesta, formulada inicialmente
por Samuelson’ en los afios 50, es el considerar como modelo de precio del

"Paul Anthony Samuelson es un economista estadounidense de la llamada escuela

UrnB
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activo con riesgo:
-Pt — Poeatecht — Poeozt—l-cht )

.,Como podemos interpretar ahora el parametro o Si nos fijamos en la ex-
presion del activo sin riesgo, a podria interpretarse como la rentabilidad
esperada del activo con riesgo. Notese que ademas podemos escribir:

Pt _ psea(tfs)+o'(Wt7W5)' (1)

Ahora bien, para que esta interpretacién fuese correcta, la esperanza ma-
tematica condicional en ¢ = 0 deberia de ser

EO [Pt] = P0€at,

ya que, en promedio, el activo con riesgo ha de producir el mismo rendimiento
que el activo sin riesgo, ver la Seccién 4. Ademas deberia cumplirse que

E, [P] = P29,

para cualquier s menor o igual a t. El problema radica en que si se calcula
su valor real obtenemos:

Es [Pt] _ Es [Psea(t—s)+U(Wt—Ws)] _ Psea(t—s)ES [ea(Wt—Ws)}

_ Psea(tfs)e“—;(tfs) _ pelatiod)i=s)

donde hemos usado (1), las propiedades de la esperanza condicionada, que
o (Wi —Wj) es una variable normal con media 0 y desviacién tipica ov/t — sy
que si Z es una variable normal estandar®, E [e*?] = ¢®/2 En consecuencia,

E, [P] # P,

neoclasica, nacido en Gary, Indiana, el 15 de mayo de 1915. Conocido por sus contri-
buciones en muchos campos de la economia, Fue premiado en 1947 con la Medalla John
Bates Clark y en 1970 obtuvo el Premio Nobel de Economia, por el desarrollo cientifico de
la teoria econémica estatica y dindmica y haber contribuido activamente a elevar el nivel
del anélisis en la ciencia econémica

8Veamos esta propiedad:

]. o0 22
E, [e“z] =E [eaz] = —/ ePe” T dz
T J—00
1 X a2 (z-a)? 2 1 a2 a?
= — eze 2 dz=e?z / e 2 dz=e?
21 J—o Vor oo
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Este contratiempo se puede resolver definiendo el modelo del precio del
activo con riesgo como:

_1,2
Pt _ Poe(a 50 )t-i-O'Wt’

para el que se satisface la propiedad
E, [P] = P,e®*.

para cualquier s menor o igual a t.
4. La contribucion de Blach, Scholes y Mer-
ton

Necesitamos ahora asegurarnos de que los precios que vamos a calcular
estan correctamente fundamentados. En esta linea recordemos que el enun-
ciado establecido por Bachelier estaba expresado como un axioma. Siguiendo
otra direccién alternativa, Black, Scholes y Merton’ introdujeron a principios
de los anos setenta, la condicién de Ausencia de Oportunidades de Arbitraje,
también conocida como “No Free Lunch”. El objetivo perseguido con la mis-
ma era el de asegurar la imposibilidad de generar estrategias que permitiesen
obtener ganancias con probabilidad positiva y sin coste de creacion alguno.
En particular, la eliminacion de este tipo de situaciones, implica la no exis-
tencia de productos financieros deterministas que proporcionen rendimientos
distintos al que genera el activo libre de riesgo. En términos matematicos,
esto quiere decir que si existe Ausencia de Oportunidades de Arbitraje en
el mercado, entonces para cualquier flujo de capital que no tenga caracter
aleatorio Z; se cumple que

Zt = dert.

Ahora bien, como cualquier flujo de capital generado en el mercado y de
cardcter aleatorio V;, su esperanza matematica condicionada Z; = Ey[V],

9Robert C. Merton (31 de julio de 1944) es un economista estadounidense que recibié el
Premio Nobel de Economia en 1997, compartido con el tambien economista canadiense
Myron Scholes (Timmins, Ontario, 1 de julio de 1941), por sus trabajos para calcular
el precio de las opciones financieras. Junto Fisher Black (11 de Enero de 1938-30 de
Agosto de 1995), que no pudo compartir el premio Nobel por su prematuro fallecimiento,
desarrollaron el modelo de Black-Scholes-Merton, que permitié el gran desarrollo de la
utilizacién de los llamados instrumentos derivados financieros.

UrnB



Antonio Falcé Montesinos 13

siempre proporciona flujos monetarios deterministas. Bajo la Ausencia de
Oportunidades de Arbitraje se tiene que

EO[‘/t] == %ert7
o bien de forma equivalente,
Vo = e " Eo[V;].

Esta ultima férmula nos dice que el valor actual Vg, de cualquier flujo de
capital generado en el mercado y de caracter aleatorio V;, se calcula a par-
tir de la esperanza matematica condicional del valor descontado del mismo.
Ademas, si tomamos V; = P, en la anterior formulas, obtenemos

Eo[Pt] = Poert.

Cabe recordar que
Eo[.Pt] = P()@at.

Igualando las dos ultimas expresiones, concluimos que en Ausencia de Opor-
tunidades de Arbitraje o = r, es decir, la rentabilidad esperada para el activo
con riesgo tiene que ser igual a la del activo sin riesgo.

Empleando la misma argumentacion, el valor Cy de la opcion Call viene
determinado por la expresion

Co = e"T Ey |méx(Pye" 2T+ Wr _ ¢ )| |

que puede calcularse explicitamente empleando las propiedades de la distri-
bucion normal. Con esto obtenemos que el precio en t = 0 de nuestro depédsito
bolsa, se calcula a partir de la expresiéon siguiente:

0,40

X: —TT_,__
0o=2~¢ j2)

C().
Fijémonos que los parametros que necesitamos conocer para poder calcular
son la rentabilidad r del activo libre de riesgo y la volatilidad del mercado o.
En la Figura 5 presentamos los diferentes valores para la constitucién de
un depédsito bolsa asumiendo que el valor inicial del IBEX 35 es de 12.012,70
puntos. El primer bloque separado por una linea discontinua, nos muestra
los diferentes valores de X en funcion de los valores de o, que aparecen en
la primera columna, y los valores de r, que aparecen en la primera fila. En
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]
IBEX 35, By = 12.012,70

sigma/r 0.0100 0.0280 0.0460 0.0640 0.0820 0.1000
0.0500 0.9958 0.9765 0.9585 0.9417 0.9258 0.9109
0.1200 1.0053 0.9842 0.9655 0.9482 0.9319 0.9167
0.1900 1.0166 0.9927 0.9729 0.9549 0.9382 0.9226
0.2600 1.0286 1.0019 0.9808 0.9620 0.9447 0.9286
0.3300 1.0408 1.0116 0.9890 0.9692 0.9513 0.9347
0.4000 1.0527 1.0216 0.9974 0.9767 0.9580 0.9409
sigma/r 0.0100 0.0280 0.0460 0.0640 0.0820 0.1000
0.0500 0.0156 0.0309 0.0464 0.0618 0.0771 0.0922
0.1200 0.0251 0.0386 0.0534 0.0683 0.0832 0.0980
0.1900 0.0364 0.0471 0.0608 0.0751 0.0895 0.1038
0.2600 0.0484 0.0563 0.0687 0.0821 0.0959 0.1098
0.3300 0.0606 0.0660 0.0768 0.0894 0.1026 0.1159
0.4000 0.0725 0.0761 0.0853 0.0969 0.1093 0.1221

exp(-rT) 0.9802 0.9455 0.9121 0.8799 0.8487 0.8187

Figura 5: Los valores del depdsito bolsa en funcién de los pardametros r y o.

el bloque inferior, se dan los valores del segundo sumando que compone el
calculo del precio del depdsito bolsa, esto es,

El tercer bloque, nos da los valores del primer sumando e~"7. Como podemos
observar en la Figura 5 este producto tiene precios iniciales inferiores a un
euro siempre que los tipos de interés sean superiores a un tres por ciento
anual aproximadamente y con volatilidad anual inferior a un 30 % aproxima-
damente.
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